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SULLE CURVE DI DIRAMAZIONE 

DEI PIANI MULTIPLI 

Nota del dotto CARLO FELICE MANARA 

(Adunanza del 3 mal'ZO 1949) 

Sunto - Si dimostra l'identità bintzionflle di tutti i piani multipli 
diramati da una stl'ssa curva l'l1zionale senza fiessi. 

§ 1. - In una sua recente Nota (') il prof. Chisini ha di­
mostrato che due piani multipli aventi la stessa CUl',a di dira­
mazione (che soddisfi a determinate ipotesi) sono birazionalmente 
identici. Data l'importanza del Teorema, sia considerato in sè 
come per quanto se ne potrebbe dedurre, non crediamo inutile 
il dimostrarne direttamente alcune conseguenze in modo da ot­
tenere, con la dimostrazione di queste, una conferma ed una ve­
rifica indiretta; del Teorema stesso. 

In questo ord ine di idee la nostra attenzione è stata attirata 
dalle curve piane senza flessi i nella Nota citata il Chisilli di­
mostra che una tale curva è sempre di diramazione per un piallO 
multiplo, costruendo direttamente una funzione algebrica di due 
variabili da essa diramata; i valori di tale funzione in un punto 
del piano sono dati semplicemente dai valori dei coefficienti an­
golari delle tangenti alla curva ch.e escono dal punto stesso. 

Ci si può ora domandare se una tale curva sia di dirama­
zioue soltanto per un piano multiplo di questo tipo (o per un suo 
trasformato biraziouale). Dimostreremo qui che a tale domanda 
si può dare risposta affermativa, almeno nel caso in cui la curva 
di cui si tratta sia razionale. 

La dimostrazione di questo fatto è conseguita sostanzialmente 
lU due tempi i si dimostra anzitutto (§ 2) che un piano multiplo 

(i) Cfr. O. Cl,l.isini. - SllI/;\ identità birazionale di due fllnzioni 
algebriche d.i due variabili dotate di nlla medesima curva di dirama­
zione. Rend [~t. Lombard.o. VoI. 77. 
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diramato da una curva <p razionale senza flessi ha ordine uguale 
alla classe di <p stessa; in un secondo tempo si dimostra che 

ogni superficie <P che proiettata da ~n determinato centro su di 
un piano dia origine ad un piano multiplo la cui curva di dira­
mazione è senza flessi e razlonale, possiede un fascio di curve 
razionali proiettate biunivocamente dal centro stesso nelle tan­
genti alla curva di diramazione. Dopo di che è facile far vedere 
che una tale sllperficie <P è trasformabile birazionalmente in una 
rigata. 

§ 2. - Sia dunque una Clll'Va <p irriducibile, razionale e senza 
flessi e di conseguenza, come è facile verificare, d'ordine n pari. 
Per i caratteri pliickeriani di 97 si hanno facilmente le espressioni: 

n= 21"
 

m = n(2 + 1 = 7' + 1
 
k = 3nl2 - 3 = 3 C7' - 1)( t) 
Ò = (n - 2) (n - 4)/2 = 2 (v - 1) Cv - 2) 

't = n (n/2 - 1)/4 = l' (1' - 1)/2 

Poniamo che Cf sia curva di diramazione di un piano multiplo' 
d'ordine p che possiamo sempre supporre ottenuto mediante pro­
iezione sul jJiano x,v dal punto improprio dell'asse z di Ul)a su­
perficie (j). Come è lecito senza lèdere la generalità, supporremo 
che la cf> possegga soltanto singolari tà ordinarie: curva doppia 
nodale e punti tripli, appartenenti alla suddetta curva doppia. 
Come abbiamo già visto la <p stessa è curva di diramazione di 
un piano multiplo il cui ordine è uguale alla classse In di Cf' e 
che si può sempre considerare ottenuto mediante proiezione dal 
punto improprio dell' asse z sul piano x, y d'una rigata a piano. 
direttore, rigata che nel seguito, chiameremo rigata F. 

Il nostro scopo sarà evidentemente raggiunto se dimostre­
remo che i piani multi pIi ottenuti per proiezione di F e di ep 
sono birazionalmente identici, ossia che F e <P sono trasforma­
bili l'una nell'altra da una trasfonnaziolle birazionale del tipo 

x'=x 

.1/=v 
z'=f(x,y,z) 

Prima di iniziare il seguito di deduzioni che ci condurranno 
al nostro scopo avvertiamo qui esplicitamente che supporremo la 
cp sia dotata di sole singolarità elementari tanto come luogo che 
come inviluppo e sia curva generica del sistema continuo di 
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curve dotate dello stesso numero di nodi e cuspidi a cui essa ap­
partiene e quindJ nessuna delle singolarità che <P possiede si 
possa considerare come accidentale, ma tutte siano singolarità 
essenziali a Cf' come curva di diramazione. Questo porta in par­
ticolare a supporre che le cuspidi di 'P siano sempre interse­
zioni del piano il:,.1J con tangenti parallele all' asse" a contatto 
tripunto con la superficie <1> in un punto semplice di <1> stessa 
ed i nodi siano intersezioni del piano stesso con ret~e parallele 
all'asse .~ tangenti alla <I) in' due punti distinti. 

Dimostriamo ora anzitutto che, nelle ipotesi ammesse, sus­
siste il seguente: 

'l'EOREMA 10 - L'ordine ,II del piano multiplo ottenuto pro­
iettando dal punto Z cn la superficie <1> è uguale alla classe della 
curva 'P e quindi all' ordine del piano multiplo ottenuto proiet­
tando la rigata F costruita sulla curva Ip •. 

La dimostrazione si basa essenzialmente sulla seguente. 
OSSERVAZIONE - Tutte le curve Cf' dello stesso ordine n, il'· 

riducibili, razionali, senza flessi appartengono ad un unico sistema 
continuo. 

_Infatti sono duali di curve pure tutte dello stesso ordine 
. (m uguale alla classe delle 'P) razionali e prive di cuspidi, curve 
che, come è noto, formano un unico sistema continuo. 

Ora a quest' ultimo sistema appartiene anche evidentemente 
una curva possedente una tangente a contatto In - punto, cioè 
possedente un ramo di ordine l e classe In - 1. Di conseguenza 
al sistema delle <p appartiene auche una curva Cf' 1 dotata di un 
punto O di ordine In - 1 e classe 1, origine di un ramo superli­
neare ordinario. Poichè la curva 'P l può essere ottenuta per va­
riazione continua di una 'P, è chiaro che anche !p, sarà di dira­
mazione per un piano multiplo che avrà inoltre lo stesso ordine 
di quello diramato da <p. 

Ora ho dimostrato altrove Cl che se la cUrva di dirama· 
zione di una funzione algebrica d i une variabìli possiede un punto 
multiplo O d'ordine 'l', origine' di un ramo superlineare ol'dinario, 
le determinazioni della fUllziolle scambiate tra loro nell'intorno 
di O sono precisamente in numero di T + 1, Nel nostro caso 
questo porterebbe a concludere che il piano multiplo diramato 

(") Cfr. C. F. Manara - L,l rappresentazione analitic'l di una fun­
zione algebl'ica di due variabili nell' intorno di una sigolarità ordi­
naria della sna curva di diramazione. Itend. 1st. Lomb, VoI. 78(1944-45). 
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da (jJ ha un ordine non minore di m. D'altra parte tale ordine 

non può valere In + h, con h > O, altrimenti la g 1 +1 secata . m l 

dalle rette parallele all'-asse ;z; snlla curva sezione della superficie 
1> coi piani pnre paralleli all' asse ;z; dovrebbe avere non meno 
di '2 (m + h) - '2 diramazioni; il che è impossibile perchè l'or­
dine n della curva di diramazione 'P è precisamente n = 2m - 2, 
come risulta dalle fonnul~ (1). 

La dimostrazione di questo teorema potrebbe essere ottenuta 
anche per altra via e precisamente' facendo degenerare la curva 
q' in 'l' rette doppie, ma questo procedimento ricalcherebbe troppo 
davvieino quello segnito dal Ohisini (nella Nota cito in (J) ) e 
pertanto ci porterebbe lontani dal nostro scopo che è appunto 
qnello di confermare indiretta,mente i risultati di questo A. cer­
cando di conseguirE con procedimenti diversi dai suoi. 

§ 3. - Dal teorema dimostrato al paragrafo precedente segue 
immediata;uente che Je sezioni di 1) con i piani generici paral­

leli all' asse z sono curve razionali; infatti Ja gl secata su 
III 

una, tale sezione dalle rette parallele all' asse z ha n = 2m - 2 
diramazioni. Di consegnenza la curva O sezione di ([:J COI1 un 
piano Cl. tangente a 1;> e para.lleJo all' asse ;z; ha un pnnto in doppio 
più della sezione generica e quindi è spezzata in (almeno) due 
componenti razionali che diremo R ed S. I piani come Cl. formano 
evidenteme~te un sistema algebrico 2, semplicemente infinito 
birazionalmente identico alla curva cp, in quanto ottenuto proiet­
tando dal punto Z", il sistema delle tangenti di rp stessa. Ora 
sussii:lte il seguente: 

TEOREMA 2° . Al variare di CI; nel sistema 2 le curve R 
ed S descrivono due sistemi algebrici distinti. 

Infatti, detto N il nodo nuovo che la cnrva C sezione di cj) 

con Cl. acquista ri"petto alle sezioni generiche, se le due parti R 
ed S di O potessero venire portate J'una nell'altra mediante una 
cireolazione di Cl. nel sistema 2 anche i due rami della curva O 
in N verrebbero scambiati di couseguenza; e questo potrebbe 
an'enire soltanto in corrispondenza a piani Cl. per cui le tangenti 
a O nel nodo N coineidessero, perchè la razionali tà di Z porta 
ad escludere la possibilità che i due rami possano venire scam­
biati mediante' un glro riemallniano su 2 stesso. 

Ora la possibilità che le tang:enti a O in N coincidano perchè 
N diventa una cuspide è esclnsa, giacchè porterebbe ad un piano 
Cl. avente come traccia sul piano x, Y Ulla tangente di flesso della 
cp, mentre ulteriori coincidenze che avvengono perchè N viene a 
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cadere in ·una intersezione di ex. con la curva doppia di (fJ non 
dànno, come è facile verificaTe, diramazione tra i due rami della 
curva C nel punto N. 

§ 4. - Il risultato del teorema enllllciato al precedente para· 
grafo può essere ulteriormente precisato con un' analisi più ac­
curata che stabilisca con maggior particolarità le proprietà del1e 
curve R ed 8 in cui si spezza la cuna C, sezione della supel'­
ficie ti) con un piano =< tangente parallelo all' asse z. A tal fine 
ricordiamo che la C viene proiettata m volte sulla tangente t a 
rp - traccia di ex. sul piano x, Y - il punto di contatto N di ex. 

con ([J essendo proiettato nel punto T di contatto di /. con cp ed i 

Puuti di diramazione della / secata dalle rette parallele al­
m 

1'asse z essendo proiettati nei tangenziali di T. Ora questa / si 
. In 

spezza ~videntell1ente nella somma di una gl e di una gl secata 
l' 8 

dalle parallele all'asse z rispettivamente sulle part,i R ed S in 
cui si spezza C. 

Se i due numeri T ed s fossero enhambi maggiori di uno 

tanto la / che la / ammetterebbero punti di diramazione e ne 
r S 

seguirebbe che sulla (P il sistema dei tangenziali di un punto 
variabile T si spezzerebbe in due sistemi algebrici distinti, quello 

dei tangenziali che dànno punti di diramazione di g: e quello dei 

tangenziali che dànno punti di diramazione di g~ . 

Sulla cp nascerebbe quindi una corrispondenza algebrica, essendo 
corrispondenti in eSSa due punti quando siano tangenziali di uno 
stesso punto T ed appartengono a due sistemi diversi: questa 
corrispondenza sull' ente razionale QJ ammetterebbe necessaria­
mente un nnmero non nullo di punti uniti. Sia U uno di questi 

plluti: U dovrebbe essere di diramazione tanto per la g:. qnanto 

per la g: ossia dovrebbe essere traccia di una retta parallela al­

l'asse z e bi tangente alla <P. Il che è a surdo perchè tali tracce 
sono da te dai nodi di 0/,-' mentre le coincidenze della nostra cor­
rispondenza devono appartenere ad un unico ramo di cp stessa. 
È assnrda quindi l'ipotesi da cui siamo partiti, che i due nu­
meri ')' ed s fossero entrambi maggiori di uno; possiamo dnnque 
concludere la nostra analisi enunciando il seguente: 

TEOltE)IA 3" - Su nna delle dne curve R ed S in cui si 
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spezza la sezione della superficie ([J con un piano tangente Ct. le 
. t 

rette parallele all'asse :t secano una !li 

Nel seguito immagineremo di aver chiamato R la curva, parte di 
C,_che ha .la proprietà di essere unisecata (in punti variabili) 
dalle parallele all'asse z. 

§ D. - Il teorema dimostrato nel precedente paragrafo ci 
permette di concludere che esiste sulla superficie </) un s,istema 
razionale semplicemente infinito di curve R che vengono proiet­
tate biunivocamente dal punto improprio dell'asse:t sulle tan­
genti alla curva 'p. Ora è chiaro che snJla cf) le curve R formano 
un fascio; infatti per qualunque punto della ([J stessa deve passare 
sempre lo stesso numero i di curve R: d'altra parte per un 
punto N che sia di contatto per nn piano tangente" paraJlelo 
all' asse <: ne passa nna sola. 

Segne di qui che dato un punto P di cP è razionalmente de­
terminato un punto/P della rigata F più sopra definita, e pre­
cisamente quello che ha la stessa proiezione di P sul pia.no x, y 
e che appartiene a queJla retta di F che si proietta sulla stessa 
tangente a rp su cui viene proiettata la curva R di cP passante 
pelO P. Viceversa, con procedimento perfettamente analogo, dato 
un punto P' di F è definito razionalmente un punto P di (1) che 
ha la sua stessa proiezione sul piano x, y. , 

Ne consegue, come avevamo annunciato il: 
TEOREMA 4° - Ogni funzione algebrica di due variabili x,y 

avente una curva di diramazione 'p razionale e sprovvista di flessi 
è biraziona!mente identica alla funzione i cui valori in un punto 
del piano sono dati dai coefficienti angolari delle tangenti man­
date alla q; dal punto stesso. 

In forma proiettiva equivalente, il teorema pnò essere enun­
ciato come segue: 

TEOREMA 4° - Ogni superficie (p avente come proiezione 
del suo contorno apparente sul piano x,.1/ dal punto improprio 
dell'asse Z llna curva razionale senza flesi;li è trasformabile III 

una rigata con una trasformazione birazionale del tipo 

l
x' = CtJ 

,1/=1/ 

Z' = r (x, Il, z). 
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