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SULLE CURVE Di DIRAMAZIONE
DEI PIANI MULTIPLI

Nota del dott. Canro Frrier Mawara

{Adunanza del 3 marzo 1949}

Sunte — Si dimestra Pidentitd birazionale di tutti 1 plani multipl
diramatl da una stessa curva razionale genza flessi.

$ 1. - In upa sue recente Neta (™0 il prof. Chisini ha di-
mostrato che due piani mmultipli aventi Ia stessa curva di dire-
mazione {che soddisfi a determinate ipotesi’ sonc birazionalmente
identici. Data I'lmportanza del Teorema, sia considerato in s
come per quanto ge mne potrebbe dedarre, non crediamo inutile
il dimostrarne direttamente alcune conseguenze in modn da ot-
tenere, con la dimostrazione dl gueste, una cenferma ed una ve-
rifica indiretta del Teorema stesso.

Tn guesto ordine di idee la nostrz attenzione & stata attirata
dalle curve piane senza flessi; nella Neta citata il Chisini di-
mostra che una fale curva & sempre di diramazione per un piano
multiplo, costruendo direttamente una funxione algebrica di due
variabili da esea diramata; 1 valori di tale funzione in ur punto
del piano sono dati semplicemente dal valorl del coefficienti an-
golari delle tangenti alla curva che escono dal punto stesso,

Ol sl pud ora domandare se una tale curva sia di diramna-
zione solign/o per nn plane multiplo di questo tipe (o per un sue
trastorwato birazicnale). Dimostreremo gui che a tale domanda
si pud dare risposta affermativa, almeno nel caso in cni la curva
di cul si trafta sis razionale.

La dimostrazione di questo fatto & conseguita sostauzialments
iz due tempi; si dimostra apzitutto ($ 2) che un plano multiplo

(1} Cfr. O. Chisini. — Sulla identitd birazionale di due {unzioni
algebriche di due varjabili dotafe di una medesima curva di dirama-

-

ztong, Rend Ist. Lombardo. Vol. 77.
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diramato da una curva ¢ rvazionale senza flessi ha ordine unguale
alla classe di ¢ stessa; In un secondo tempo si dimostra che
egni superficie @ che proieftata da un determinate centro su di
un piano dia origine ad un piano multiplo la cui carva di dira-
mazione & senza flessi e razionale, possiede un fascio di curve
razionali prolettate biunivocamente dal centro stessc nelle tan-
genil alla carva di diramaszione. Dopo di che & facile far vedere
che una tale superficie @ & trasformabile birazionalmente in una
rigata.

§ 2. - Bia dungue una eurva g irriducibile, razionale e senza
flessi e di couseguenza, come & facile verificare, d’ordine » pari
Per i caratteri plickeriani di ¢ si hanno facilmente le espressioni:
noe= 2
m=mnj24-1=» + 1
A=3822 —3=3 (v — 1)
d=n—-2) (n —H2=2 (v — 1) (v — 2)
ren{nf2 — 1)/4 = (v - 1)2

I

!\
(1)
|

Peoniamo che o sia curva di diramazions di un planc multiplo
d’ordine s che possiamo sempre supporre otienuto mediante pro-
lezione sul planc «,y dal punte improprio dell’asse z di una su-
perficie ¢f. Come & lecito senza ledere la geveralitd, supporremeo
che la @ possegga soltanto singolarith ordinarie: curva doppia
nodale ¢ punti tripli, apparienenti alla suddetia curva doppla.
Come abbiameo gis visto la ¢ stegsa & curva di diramazione di
un piano multiplo il eni ordine & uguale alla classse m di ¢ e
che si pué sempre considerare ottenuto mediante proiezione dal
punto impreprio dell’asse z sul plano w»,y d'una rigata a piano
direttore; rigata che nel seguifo, chimmeremo rigata T

Il nostro scopo sard evidentemente raggiunto se dimostre-
remo che t piani multipli ottenuti per proiezione di F e di &
sone birazionalmente idenfici, ossia che F e ¢ sono trasforma-
bili 1’ una nell’altra da una trasformazicne birazionale del tipo

& =
5.?/ =¥
[ & =1 (2,9,2)

Prima di lnizlare il seguito di deduzioni che ci eondurranno
al nostro secopo avvertiamo qui esplicitamente che supporremo la
p sia dotata di sole singolarith elementari tants come luogo che
come inviluppo e sia curva generica del sistema continuo di
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curve dotate delle stesso numero di nodi e cuspidi a cui essa ap-
partiene e quindi nessuna delle singolarith che ¢ possiede si
possa considerare ceme acecidentale, rwa tutte siano singolarith
essenziali a ¢ come curva di diramazione. Questo porta in par-
ticolare a supporre che le cuspidi di ¢ siauo sempre interse-
zioni del prane @,y con tangenti parallele all’asse z a contatto
tripunto con la superficie @ in un punto semplice di ¢ stessa
ed 1 wnodi siano infersezioni del plano stesso cou rette parallele
all’asse z tangenti alla ¢» in due punbi distinti,

Dimostriame ora anzitutto che, nelle ipotesi ammesse, sus-
siste il seguente: '

Trorema 1° - L7ordine n del piano multiple ottenuto pro-
lettande dal punte Z, la supsrficle @ & ugunale alla classe della
curva p e quindi all’ordine del piano multiplo ottenute proist-
tando la rigata F costraita sulla curva ¢

La dimostrazione si basa essenzialmente sulla seguente.

Ossurvaziexs - Tutte la curve o dello stesso ordine s, ir
riduecibili, razionalil, senza flessi appartengono ad un unico sistema
continno.

Iunfatii sono duali di curve pure tutte dello stesso ordine
(m ugunale alla classe delle ¢) razionali e prive di cuspidi, curve
c¢he, come & noto, formano un unico sistema continuo.

Ora a gunest'ultimo sistema appartiene anche evidentemente
una curva posgedente una tangente a contatto e -~ punto, cicé
possedente un rameo di ordine 1 e classe m — 1. D1 conseguenza
al sistema delle @ appartiene anche una curva ¢, dotata di un
punto O dr ordine s — 1 e classe 1, origine di un ramo superli-
neare ordinaric. Poiché la curva ¢, pud essere ottenuta per va-
riazione continua di una ¢, & chiaro che anche @, sard di dira-
mazione per un piano multiple che avied inoltre lo stesso ordine
di guelle dirvamato da .

Ora ho dimoestrate altrove (*) che se la curva di dirama-
zione di una funzione algebrica di due variabili prssieds un puuto
wultiple @ d’ordine +, origine di un ramo superlineare ordinario,
le determivazioni della funzione scambiate tra lovo nell’iuntormo
di 0 sono precisamente in numerc di v -+ 4. Nel nostro caso
questo porterebbe a concluders che il plano multiplo diramate

() Cfe. G F. Manara — La rappresentazione analitica di una fun-
zione algebrica di due vaviabili uell’intorno di una sigolaritd ordi-
naria della sua curva di diramazione, Rend. Ist. Lomb. Vol. 78{1944-45).
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da p ha un ordine non minore di . D’altra parte tale ordine

non pud valere s 4 fi, con A T 0, altrimenti la Foyey Seoala
Y

dalle rette parallele all’asze z sulla curva seziene della superficie
& col plani pure parallell all’asse z dovrebbe avere non meuo
di 2 (m + h) — 2 diramazioni; il che & 1mpossibile perchd 1'or-
dine » della curva di diramarzione ¢ ¢ precisamente » == 2m — 2,
come risulta dalle formule (1),

La dimostrazione di guesto teorvema potreble essere otienuta
anche per altra via e precisamente facendo degenerare la curva
g In » rette doppie, ma questo procedimento ricalcherebbe troppo
davvicino quelle seguite dal Chisini (nella Nota cit, in (1) ] e
pertanto ¢i porterebbe lontant dal nestro scops che & appunte
gquello di confermare indirettamente i risulfati di questio A. cer-
cando di ecouseguirll con procedimenti diversi dal suoi,

8 3. - Dal teorewa dimostrato al paragrafo precedente segue
immediatamnente che le sezioni di ¢ con i piani generici paral-
jeli all’agse & sonc curve razionali; infatti la ‘gim secata  su
una tale sezione dalie rette parallele all’asse z ha n=2m — 2
diramazioni. Di cousegnenza la curva C sezione di & con un
planc & tangente a @ e paralielo all’asse z ha un punto in doppio
piu della sezione generica e quindi & spezzate in (almeno) duoe
componenti razionali che diremo B ed 8. T piani come « formano
evidentemente un sistema algebrico ¥, semplicemente infinite
birazicnalmente identico alla curva ¢, In guante ottenute proiet-
tando dal punto Z. il sistema delle tangenti di ¢ stessa. Cra
sussiste il seguente:

Trormya 2% - Al wvariare i = nel sistema X le curve R
ed 8 deserivono dne sistemi algebrici distinti.

Infatul, detro N il node nuovo che la curva € sezicme di @
con « acquista rispetto alle sesioni geueriche, s le due parti B
ed 3 dl C potessers venire portate "una nell’alira mediante una
cireolagione di o nel sistena X anche 1 due rami della curva C
in N verrebbero scambiati di conseguenzn; e questo potrebbe
avvenire soltanto in corrispondensza a piani « per coi le tangent
a U nel nodo N coincidessero, perché la razionalith di ¥ porta
ad escludere la possibilith che 1 due ramni possanc venlire scam-
biati mediznte un give riemanniano su X stesso,

Ore la possibilith che le tangenti a O in N coincidano perché
N diventa una cuspide ¢ esclusa, glacchd porterebbe ad un plano
« avente come traccia sul piano @,y una fangente di flesso delln
@, mentre ulterieri colncidenze che avvengonc perché N viene a -
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cadere in una intersezione di « con la curva doppia di @ nen
dinno, eome & facile verificare, diramazicne tra i due rami della

curva C nel punte N.

§ 4. - T1 risultato del teorema enuanciato al precedente para
grafo pud essere ulteriovmente precisato con un’analisi pin ac-
curata che stabilisea con maggior pariicolaritd le proprietd delle
curve R ed 5 in cui si spexza la curva (, sezione della super-
ficie (p con un pianc = tangente parallelo all’asse z. A fal fine
ricordiamo che la C viene proiettata e volte sulla tangenie £ a
@ — ftraceia di « sul piano 2, y — il punte di contatto N di =
con ¢f essendo proiettate unel punte T di contatto di / con ¢ ed :

. . . . 1
puuti di divamazione della g = secata dalle vette parallele al-
. . C P, ) L
I"asse z essendo prolettati nel tangensziali di T Ora questa G 5
. . . 1 . 1
spezza evidentemenie nella somma di una g e diunay secats
=
dalle paraliele all’asse : rispettivamente sulle parti B ed S in
cwl si spezza O
Se 1 due numeri r ed s fossero entrambl magglori di uno
1 1 R .
tanto la g che la g, ammetterebbero punti di diramsazione e ne
r &

seguirebbs che sulla ¢ il sistema dei fangenziali di un punto
variabile T si spezzerebbe in due sistemi algebricl disting, quelle
. . . C g qs . .1 .
del tangenziali che danpe punti di diramazione di g, e quello dei
rangenziali che danno punti di diramazione di g .
- 8
Sulla ¢ nascerebbe guiudl una corrispondenza algebrica, essendo
corrispondenti in essa dus punti guando siano tangevziali di uno
stesso punto T ed appartengono a due sistemi diversi: guesta
corrispendenza sull’ente razionale ¢ awmetterebbe necessaria-
mente un uumers nen nwdlo di punti nuitlh. Sia T une di guesti

} L . 1
punti: U dovesbbe ssserve di diramazione tanto per la ¢ quanto
g,

perlagi oswin dovrebbe essere traccia di una retta parallela al-
Passe z & bitangente alla . Il che & assurde perché fali trecce
sono date dal nodi di ¢, mertre le coincidenze della nostra cor-
rispondenza devone appartenere ad un unico ramo di ¢ stessa.
E sassarda guindi Vipotesi da oui sizmo partiti, che i due nu-
meri » ed s fossero entrambi maggiorl di ano; possiamo dunque
concludere la nostra analisi ennnciando il seguente :

Troueya 3" - Su uua dells due curve R oed S in cul si
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spezza la sezione della superficie & con un piano favgente « le
S
vette parallele all’asse z secano una g,

Nel seguito immagineremo di aver chiamato R la curva, parte di
C, che ha la proprietd di essere unisecata (in punti variabily)
dalle parallele all'asse z.

§6. - Il teorema dimostrato nel precedente paragrafo ci
permette di concludere che esiste sulla superficie ¢ un sistems
razionale semplicemente infinito di cucrve R che vengono proiet-
tate binnivocamente dal punto Improprio dell’asse z sulle tan-
gentl alla curva . Ora & chiare che sulla @ le curve R formano
un fascio; infatti per qualungue punte della ¢ stessa deve passare
sempre lo stesso numero ¢ di carve R: d’altra parte per un
punte N che sia di contatto per nn pianc tangente « parallelo
all’asse 2 ne passa una sola.

Segue di qui che dato un punto P di & & razionalmente de-
terminato un punto P della rigata I' pilt sopra definita, e pre-
cisamente guello che ha la stessa proieziene di P sal piano =,y
e che appartiene a quella retta di F che si proietta sulla stessa
tangente a ¢ su cul viene proiettata la curva R di @ passante
per P. Viceversa, con procedimento perfettamente analoge, dato
un punto P’ di F & definito razionalmente un punto P di & che
ha la sua stessa protezione sul pianc o, .

Ne consegue, come avevamo annunciato il:

Trorema 4° - Ogni funzione algebrica di due variabili o,y
avente nna curva di diramazione ¢ razionale e aprovvista di flessi
& birazionalmente identica alla funzione i cui valori in un punto
del piano sono dati dal coefficienti angolari delle tangenti man-
date alla ¢ dal punto stesso.

In forma proiettiva equivalente, il teorema pné essere enun-
ciato come segue:

Trorpaa 4° - Ognl superficie ¢ avente come proiezione
del suo contorne apparente sul pianc a,y dal punto lmproprio
deil’asse z una curva razionale senza Hessi & trasformabile in
upa rigata con una trasfermazione birazionale del tipo

r "
=

2

=

gl = lf (9“1?/12‘)

Bl

%
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